v-KREFTER OG w-MOMENTER
AF I G. HANNEMANN

v-Krefter og w-Momenter er et simpelt, regningsmaessigt Hjeelpe-
midde! til Bestemmelse af en Bjzlkes Nedbgjninger, naar Bjaalken
paavirkes af en given Belastning.

I det folgende foretages forst (Side 107 ff.) en anskuelig, geometrisk
Udledning af v-Krefter og w-Momenter, geldende saavel for massive
som for Gitterbjelker') Derpaa (Side 110 ff.) gennemgaas de forskellige
Understotninger og Led, der kan forekomme i en Bjwelke, og det be-
vises, at det altid er muligt at opfatte Nedbejningslinien som en Mo-
mentkurve. Endelig (Side 112 ff.) udledes praktiske Udtryk for v-Krefter
og w-Momenter for massive Bjeelker og Gilterbjeelker, og Brugen heraf
vises ved et Eksempel (Side 118).

Almengyldige Udtryk for v-Kreefter og w-Momenter.

Man kan definere v-Kreefter og w-Momenter som (fiktive) Krefter og
Momenter, der — anbragt paa en af den givne Bjeelke afheengig (teenkt)
Bjwelke -~ giver en Momentkurve identisk med Nedbojningslinien for den
givne Bjceelke paavirket af den Belastning, for hvilken Nedbojningslinien
soges.

Den tenkte Bjeelke er Punkt for Punkt konjugeret med den givne,
idet den fremkommer af den givne Bjelke som den Linie (Kurve),
hvis Nedbgjningsordinater gnskes bestemt, eller som Projektionen heraf
paa en vandret Linie. Den konjugerede Bjzlke forsynes med specielle
Punkter svarende til de specielle Punkter i den givne Bjxlke paa be-
stemt Maade, saaledes som det fremgaar af Fig. 2 med Forklaring
(Side 111 ff.). Der benyttes samme Udgangslinie for Nedbgjningslinie og
Momentkurve.

I det folgende antages de segte Nedbgjningsordinater lodrette (Bjzel-

1) Udtryk for v-Krefter er i A. Ostenfeld: Teknisk Statik I, 1920, §§ 57—60 bestemt
ved Hjeelp af Tovpolygon og i Chr. Nekkentved: Teknisk Statik 1, 1942, §§ 23—26 ud-

ledt ved Hjelp af Differensligning. Begge Steder er den geometriske Fortolkning af
v-Kreefter ogsaa nzevnt.
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ken vil altid kunne drejes saaledes, at deite er Tilfeeldet), og de be-
veegelige Understotninger og Forskydningsied (se Fig. 2) tenkes for-
synet med vandret (lodret) Rullebane. Ved skraa Rullebane bestemmes
forst Nedbgjningslinien ud fra de rigtige Snitkrefter, men under For-
udszetning af vandret (lodret) Rullebane, hvorefter Lejepunkternes
vandrette (lodrette) Bevaegelse findes, saaledes at man til Slut kan
dreje den givne Bjeelke, indtil Lejepunkterne faar rigtig Beliggenhed™).

Endvidere forudsaettes den givne Bjeelke i Princippet at virke som
en Bjxlke (statisk bestemt, se Side 112) og ikke som en Bue. — Ved
en 3 Charniers-Bue findes forst Nedbgjningslinien ud fra de rig-

g,
A-di TN =

r*dx :;xJ o UR-U¥/ Y Negbajningsline
Y o ¢

Fig. 1.

tige Snitkrefter, men under Forudsatning af, at Topcharnieret er
fiernet, og det ene Vederlagscharnier til Gengweld er beveegeligt med
vandret Bane; herefter bestemmes Lejets vandrette Bevaegelse, saaledes
at man til sidst, idet Topcharnieret nu atter anbringes, kan dreje de
to Buedele saadan, at Vederlagslejet netop faar sin oprindelige Belig-
genhed. — :

Nedbgjningsliniens Ordinater og Tangentvinkler er u henholdsvis e,
hvor ecotga, idet u og « kan regnes uendelig smaa. Momenterne og
Forskydningskreefterne i den konjugerede Bjelke er M og T. Endvidere
indferes her Indexbetegnelsen: vz for Begrebet: umiddelbart til venstre
(hgjre) for.

Til en Begyndelse betragtes et almindeligt Punkt m i en Bjaelke.

Hvis Bjeslkedelen til venstre for Punktet drejer sig Vinklen Aom
(positiv med Uret) om dette Punkt i Forhold til den eovrige Bjelke
(Fig. 1a), faar Nedbgjningslinien et Knwxk i dette Punkt bestemt ved:

A% H
dug, dun v ow_
dr dx m.  Tm m

Da Momentkurven skal have et tilsvarende Knzk, maa der i Pkt. m
af den konjugerede Bjelke anbringes en lodret Enkeltkraft (v-Kraft)
v, (positiv nedad) givet ved Udtrykket:

') Se nwxrmere herom i Chr. Nokkenlved: Teknisk Statik I, 1942, § 26.
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vy, = ,Jam, (1)

idet Knakket i Momentkurven er bestemt ved:

amy amd 1
g e 1 = U__.
de . dx T T "

Hvis Bjwlkedelen til venstre for Pkt. m parallelforskyder sig et lodret
Stykke .t (positiv opad) i Forhold til den evrige Bjmlke (Fig. 1b),
faar Nedbsgjningslinien et lodret Spring i dette Punkt bestemt ved:

H v
u,—u, = At,.

Da Momentkurven skal have et tilsvarende Spring, maa der i Pkt. m
af den konjugerede Bjalke anbringes et Moment (w-Moment) w (posi-
tiv med Uret) givet ved Udtrykket:

w,, = Adt,, (2
idet Springet i Momentkurven er bestemt ved:

b5 v
M, —M, 6 = w,.

Det bemarkes, at en indbyrdes vandret Forskydning af de to Bjxlke-
dele ikke giver noget Bidrag til Nedbgjning af Bjzelken, naar Bevaegelses-
retningen for beveegelige Lejer er vandrel.

Hvis Bjelkedelen til venstre for Pkt. m i Forhold til den gvrige

\Bjaelke drejer sig en Vinkel e, (positiv med Uret) om et Punkt C,_,

hvis Afstand fra Pkt. m i vandret Projektion er c,, (positiv, naar Pkt.
C,, ligger til hgjre for Pkt. m) (Fig. 1 ¢), svarer detle lil, at den venstre
Bjelkedel baade drejer sig Vinklen 4«, om Pkt. m og forskyder sig
Stykket 4t = ¢ A, i lodret Retning. I Henhold til Ligning (1) og
(2) svarer Nedbgjningslinien herfor imidlertid til Momentkurven fra
v-Kraften: v, = Ae, og w-Momentet w,, = c,, Je,,, begge virkende i
Pkt. m af den konjugerede Bjxlke. Resultanten af disse Kroefter er en
lodrei Enkeltkraft (p-Kraft):

v, = Ada, (3

m

(positiv nedad) virkende i den vandretle Afstand ¢, (positiv, naar Kraf-
ten virker til hgjre for Pkt. m) fra Pkt. m af den konjugerede Bjelke
paa en Arm, der i Pkt. m er fast forbundet til Bjzlken.

Forekommer der ikke noget Knaek eller Spring i Nedbgjningslinien
i et Punkt m, d. v.s. 4o, = 0 og 4, = 0, faas af (1) og (2) v, = 0"

og w, = 0, hvoraf folger, at der heller ikke kommer noget Kn=k eller

Spring i Momentkurven i dette Punkt.
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Betingelser for Dualitel mellem Nedbojningslinie og
Momentkurve.

Det skal nu vises, at man ved Anvendelse af Udlrykkene (1)—(3)
og ved paa passende Maade at anbringe specielle Punkter i den kon-
jugerede Bjzlke svarende til den givne Bjalkes specielle Punkter altid
kan opnaa, at Momentkurven overalt kommer til at svare til Nedbegj-
ningslinien.')

I Fig. 2 a—g er vist alle de forskellige Grundformer, som en Under-
stotning af eller et Led i Bjelken kan antage. I vandret Retning kan
Understotningerne enten vare faste (som vist paa Figuren) eller be-
veegelige; 1 sidstneevnte Tilfeelde forudssettes som ovenfor anfert Rulle-
banen vandret (lodret).

I Fig. 2 er kun vist Mellemunderststninger; en Endeunderstotning
kan imidlertid altid opfattes som en Mellemunderstotning med en uen-
delig kort fri Udkragning. Elastiske Understotninger faas som en Kom-
bination af almindelige Understetninger (Fig 2 a—c) og elastiske Led
(Fig. 2d). Det normale Bjalkeelement fremkommer i Fig. 2 d, naar det
elastiske Led her har samme Elasticitet som et tilsvarende (uendeligt
lille) Stykke af selve Bjzlken.

I Tilknytning til Fig. 2 er nedenfor opstillet en Oversigt over de til
de forskellige Understotninger og Led herende Betingelser for Nedbgj-
ningslinien til den givne Bjelke henholdsvis Momentkurven til den
konjugerede Bjxlke (Bogstaverne a—g svarer til Figurene a—g i Fig. 2,
selve Punktbetegnelsen er overalt udeladt). En Gennemgang af disse
Betingelser viser, at de tilsammen indeholder alle Variationsmulig-
hederne for Nedbgjningsliniens Forleb i det vilkaarlige Punkl, saaledes
at Iig. 2 a—e virkelig representerer alle de Grundformer, som en Un-
derstetning samt et Led i Bjwlken kan have. Endvidere ses det, at
der mellem de forskellige Arter af Understistninger og Led parvis op-
treeder en Dualitet saaledes, at den ene Punkttype i den givne Bjeelke
svarer til den anden i den konjugerede Bjalke og omvendt, idet Be-
tingelserne for Nedbejningslinien og for Momentkurven herved kom-
mer til at svare til hinanden.

Da en Endeunderstotning er identisk med en Mellemunderstatning
med en uendelig kort fri Udkragning, hvilket for den konjugerede
Bjelke svarer til en fast Endeindspending med et til ovennzxvnte Un-
derslolning svarende Led (se nedenstaaende Oversigt) uendelig teet ved,

') Den Samherighed, der saaledes forcfindes mellem Nedbgjningslinien til den givne
Bjeelke og Momentkurven for den konjugerede Bjxlke, kommer ogsaa til Udtryk
gennem Green’s Ligning som angivet i P. M. Frandsen: Bygningsstatik 1. 2. Udg. 1942,
Art. 55.

a)
b)
¢)
d)
e)
)
9)
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faas specielt, at Understotningsformen: simpel Endeunderstotning eller
bevaegelig Endeindspanding bliver ens for den givne og den konjuge-
rede Bjxelke.

For ogsaa i Tilfzldet Fig. 2d at faa Overensstemmelse mellem Be-
tingelserne for Nedbgjningslinie og Momentkurve maa den konjugerede
Bjelke her ligesom den givne kunne overfore Forskydningskreefter og
Momenter gennem Punktet, men man maa desuden som vist i Fig. 2d
lade et Moment og en Enkeltkraft angribe i Punktet. For det normale
Bjxlkeelement gwelder det samme, idet dette Tilfzelde falder ind under
Ledtypen Fig. 2 d (se ovenfor), blot bliver de forskellige Sterrelser her
uendelig smaa.

— a T Fast Indspaernaing

Simpel Urnderstetmnng

7727)
,C ﬁ

Beveegelig /rnalspoending

Den givne Bjeelke

( )
Flastisk Led
di /\Den koryjugerede Bjce/kej

L e B Forskydningsted
— f Charrirer
g Fri Uadkragrirmg

Fig. 2.

Oversigt over de til forskellige Punktformer harende
Betingelser.

Den givne Bjcelke. Den konjugerede Bjcelke.

uy =ty =0; ay=ag="0. g) M,=M,=0; T,=Tyg=0
uy = ugy=0; wy —ay=0. [) M,= M, =0; Ty — Ty =0.
uy, —uy = 0; ay,=oay=10. e) My, —M,;=0; T,=T,=0.
u, — Uy Ly ey — g = o d) M,—M,= —M,; T, —Txg=0P
u, —uy=-—t; a,—ag=0. ) My—My=—M; T, —T,;=0,
uy, —u,;=0; ay = g =, b) My —M;=0; T,—Ty=P,.
y —lg=—"tb; a,—ay=o,. a) M, —~My;=—M; T,—Ty=P
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"Af den fuldstendige Dualitet mellem Nedbejningslinie og Moment-
kurve, som denne Oversigt fremviser, ses def, at en hvilken som helst
Nedbgjningslinie baade med Hensyn til Form (de fire sidste Ligninger)
og Beliggenhed (de tre forste Ligninger) altid kan opfattes som en
Momentkurve til en med den givne Bjzlke konjugeret Bjelke, naar
man i sidstnseevnte anbringer specielle Punkter svarende til den givne
Bjeelkes i Overensstemmelse med Fig. 2, og naar man i det specielle
Punkt: elastisk Led (Fig. 2 d) setter Momentet M, = {, og Enkellkraf-
ten P, = «, og i Bjelkens normale Punkter (Fig. 2 d med det elastiske
Led erstattet af et normalt Bjelkeelement) tilsvarende anbringer w-
Momenterne: w = At og v-Krzefterne: v = Ae;, som angivet i Udtryk-
kene (1)—(3).

Er den givne Bjelke geomeltrisk bestemt, d. v. s. de geometriske Be-
tingelser (Lign. a—c) netop tilstraekkelige til at bestemme de variable
Sterrelser ¢, og «, (Lign. e—g) af de givne Storrelser ¢, (A1) og «
(doy) (Lign. d), maa den konjugerede Bj®lke altsaa filsvarende veere
statisk bestemt, d. v. s. de statiske Ligevaegtsbetingelser (Lign. e—g)
netop tilstrekkelige til at bestemme de variable Sterrelser M, og P,
(Lign. a—c) af de givne Storrelser M, (w) og P, (v) (Lign. d).

Ved statisk ubestemte Konstruktioner betragtes det statisk bestemte
Hovedsystem med den givne Belastning og de derlil svarende Veerdier
af de Overtallige.

Ved Hjwelp af Ligningerne (1)-—(3) er man umiddelbart i Stand til
at bestemme Udtryk for v-Krefler og w-Momenter for saavel massive
som Gitterbjeelker, idet man ‘blot skal finde Sterrelserne .7« , og 41,
for disse. I Henhold til Superpositionsloven kan man paa denne Maade
bestemme v-Krefter og w-Momenter for hvert enkelt Elements Defor-
mation for sig og til Slut belaste den konjugerede Bjalke med alle de
saaledes fundne Kreefter.

Udtryk for v-Kreefter og w-Momenter for massive
Bjeelker.

For massive Bjselker gwelder som bekendt falgende Ligninger for
Formforandringen o+ de, #ds og 4df af Bjelkestykket ds (Fig. 3) paa-
virket af henholdsvis Momentet M, Normalkraften N og Forskydnings-
kraften T:1)

M N T
Jdlx—EIdS, st—ﬁds og de—E‘FdeS,

') Se P. M. Frandsen: Bygningsstatik 1I, 1944, Art. 29.
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hvor I, F og F, er Tvarsnittets Inertimoment, Areal og »Kroparealg,
og E og G er Elasticitetskoefficienten for Trek (Tryk) henholdsvis For-

skydning. Idet Tangentvinklen til
Bjzlkeaksen kaldes ¢, og den posi-
tive Retning for denne og Snitkreef-
terne er som angivet paa Fig. 3, faas
af Ligning (1) og (2) v-Krefterne
og w-Momenterne som en Kraft-
belastning:

_ ddea M

_dx = EISGC P (4)

zl)

samt som en Momenthelastning (se
Fig. 3):

_Adt_ N
" dx EF

w

T
tg‘l’“"GiFk. ®)

Erstattes z’- og 2z%-Belastningen
med ov-Kraefter i Knudepunkterne
(v, i Pkt. m), faas, idet z”- og z"”-Belasiningen regnes indirekte vir-
kende imellem Knudepunkterne, med de paa Fig. 4 angivne Betegnelser:

fra z¥-Belastningen:

g N

Am /lm +1
v, = 7 S rde + P S 2%x'dx’, (6)
meg, m+41 0

der, saafremt Belastningsfladen fra z er eller med Tilnarmelse kan
regnes trapezformig mellem Knudepunkterne, bliver til:

y)
n%+1(zzvﬂm+zl%7m+1), (63)

2
U = Fm(zl;lm—l+2zl€/m)+

hvor Index vy ligesom tidligere betyder umid-
delbart til venstre (hgjre) for det paageldende
Punkt;

fra z*-Belastningen:

1 *m 1 Am+1
o =5 et = (e, @)
mvg m+1¥g

der med tilsvarende Forudsztning som oven-
for bliver til:
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1
Um = ik(zﬁm—l—iﬂzuém_zllvimwzu‘;m—i-l)' (7&)

For en vandret Bjelke A—B med konstant Tveersnit faas Nedbgj-
ningerne u! fra Forskydningskreefterne T af Udtrykket (5), der giver:
T dM
Wlp = - S
@ = GE ™ = 6r,
Heraf faas:

for Bjeelken simpelt understottet i Pkt. A og B:

Jn M
ul == Sz"’dx =
m 5 GF,
idet:
! A M,—M
Szwd:cz 1 SdM= A ~~§=0;
B GFdg GF,

for Bjelken indspeendt i Pkt. B og fri i Pkt. A:

m M_—M
ut =Sz“’olac=—E B
m 5 GF,

Disse Formler kan naturligvis ogsaa direkte faas af Differentiallignin-
gen for ull)

De Bidrag til Nedbgjningerne, der stammer fra Normal- og Forskyd-
ningskreefterne (Ligning (5) og (7)), er i Almindelighed saa smaa i
Forhold til Nedbgjningerne fra Momenterne, at man med god Tilnzer-
melse kan se bort fra dem.?)

Udtryk for v-Kreefler og w-Momenter for Gitlerbjeelker.

Faar en Flange- eller Gitterstang (s;) i en Gitlerbjeelke (Fig. b
og 6) Lengdeendringen s, (positiv som en Forlengelse), og kan der
leegges et Snit, der foruden (s;) kun overskeerer to andre Steenger (s,)
og (s3), vil de to Dele, som et saadant Snit deler Bjalken i, indbyr-

des dreje sig Vinklen 4 /% om Skeringspunktet for (s,) og (s3), hvor

1
r; (der her altid regnes positiv) er Afstanden fra Drejningspunktet til
Stangen (s;). #s; bestemmes af Ligningen:

818
//Sl = S

EF
') Se Fodnote Side 112.

) Se herom A. Ostenfeld: Teknisk Elasticitetslaere, 1924, § 41.
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hvor s; er Laengden, S; er Stangkraften (positiv som Trak) og Fy er

Arealet af Stangen (s;).

Med de paa Fig. 5 og 6 angivne Afstande faas herefter fra Lengde-
endringerne Ao, Ju, 4d og A4h af Hovedet (0), Foden (u), Diago-
nalen (d) og Vertikalen (h) ved Anvendelse af Ligning (1) og (3) fol-
gende v-Kreefter:

Fra 4o, og Au, , af Flangerne o, og u, , (Fig. 5) kommer i
Pkt. m henholdsvis m—1 (jfr. Fig. 1q):

A0 40
Vo = ——" = ——Tgecy , (8a)
AU, _ 4 du, 4
Dy = = T sec g, . (8b)
m—1 m—1

Fra 4d"~! og AdmtT af Diagonlalerne d" " og d™ Tt (Fig. 5) kom-
mer i Pkt. C;,~ " henholdsvis C ™" (jfr. Fig. 1¢):

Y m-—1
P (92)
m I.Zn——l ’
m
+1 Jd::—l‘l
m —
vp = —r (9b)
Cm

Fra Ahl_. og 4K af Vertikalerne h_, (Fig. 6a) og 112_1

m

(Fig. 6b) kommer i Pkt. C"_, henholdsvis €™ " (jfr. Fig. 1c):
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ART
m _ m—1
Dcm—l I'Zl , ] (103)
' —
Jhm_l
prl = Mo A (10b)
'm rcm

Til. praktisk Brug faas med de paa Fig. 5 og 6 angivne Vinkler ¢
af Udtrykkene (9a og b) og (10a og b) ved simpel Udregning folgende:

@ m A
m-t /m_,/7 #m
// prm- C,,, — %m .
(e 3 \\ 4 EQE
S !
\\ \QE o
\ -1\
m—/‘v:@: m
Fig. 6.

v-Kraften vé"m_l (9a) fra Jd:—l af Diagonalen dz_l (Fig. 5) kan

erstattes af to v-Kreefter:

ad™1 A4dn1
vl = — hm sec gm—1 og i = hm sec gm—1,  (9¢)

m—1 m

virkende i Pkt. m—1 henholdsvis m.
" . m+ 1 . m+1 . -
v-Kraften v;’:n~ 1 (9b) fra 4d, af Diagonalen d,, " (Fig. 5) kan

erstattes af to v-Krefter:

4dm+1 4dm+1
vl = - hm sec g t! og vl = — hm sec gm+1, “ad)
m m+1

virkende i Pkt. m henholdsvis m-- 1.
v-Kraften o (10a) fra 4k, _, af Vertikalen k. (Fig. 6a) kan

erstattes af en v-Kraft og et w-Moment:

m
vt = i/{l‘":} (t —1 ) og wh = — Ah" (10¢)
m—1 hm 8%m 8Pm—1 8 m—1 m—1?

m—1

virkende i Pkt. m—1 (m). :
p-Kraften vg‘n“l (10b) fra Ahﬁ—l af Vertikalen h:—l (Fig. 6b) kan

erstattes af en o-Kraft og et w-Moment:
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h /IhII:'ll—‘1 h . m—1
Op = a1 (g9, —t89,_,) 08 wh = Ah ", (10d)
m

virkende i Pkt. m (m—1). .

For en Parallelgitterdrager bliver p-Kraften i (10c og d) Nul, saa
A4 h her kun giver w-Moment.

Hvis Flangerne hzlder saaledes, at Pkt. C falder til hgjre for i Stedet
for som paa Fig. 5 og 6 til venstre for de der angivne Gitterstzenger,
faas, at Udtrykkene (9a og b) og (10a og b) gelder med modsat For-
tegn, medens Udtrykkene (9¢ og d) og (10c og d) gelder uforandret.

Det bemarkes, at man ved Anvendelse af ovenstaaende Udtryk finder
Nedbgjningen baade for Hovedets og for Fodens Knudepunkter — selv
1 de Tilfselde, hvor der er Vertikaler.

2 Y

,m% o

P 7
£ ' s
< E\QE
@ | P
77 mr
Fig. 7.
Fra zthJrl og z/h2+1 af Vertikalerne hZ'H (Fig. 7a) og hp, 4

(Fig. 7b) og den- heraf folgende indbyrdes Vinkeldrejning af de to
Bjelkedele om Pkt. m (bestemmes let ad geometrisk Vej) kommer i
Pkt. m (m + 1) en v-Kraft:
m+1
ol Zﬁ"l——(tng"~tgq)') (11a)
m hm+1 S Fm m’?

m

m

Adh
+1 ’” ’
= — 2 (tg g —18¢,). (11b)

l)h
m h
m+1

Ofte kan man med brugelig Tilnzermelse se bort fra w-Momenterne
samt fra v-Krefterne fra Gitterstengerne, undtagen paa de Steder, hvor
der forekommer storre Spring i Forskydningskraftkurven (jfr. efter-
folgende Taleksempel), eller for de - Gitterbjelker, hvor Gitterudfyld-
ningen er meget spinkel i Forhold til Flangerne. '

Pnskes Nedbgjningen kun bestemt i enkelte Punkter, kan disse alene
betragtes som Knudepunkter belastet med v-Kreefter svarende til de
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gensidige Vinkeldrejninger af Liniestykkerne mellem Punkterne. Gen-
sidige Vinkeldrejninger kan som bekendt bestemmes ved Anvendelse
af Arbejdsligningen®), hvorved man for massive Systemer netop kom-
mer til Ligning (6), medens man for Gittersystemer kommer til fol-
gende almindelige Udtryk:

v, = 38'4s, (12)

hvor 4s er Stazngernes virkelige Langdeendringer (positive som For-
lengelser), og S’ er de Stangkrefter (positive som Trak), som hid-
rerer fra den specielle Belastning, der paaseettes Systemet for at kunne
benytte Arbejdsligningen. Af Ligning (12) kan Ligningerne (8)—(11)
udledes, idet tre paa hinanden folgende Knudepunkter i Gittersystemet
betragtes.

Nedbgjningen af enkelte Punkter kan naturligvis ogsaa findes ved
at benytte de normale v-Kreefter og w-Momenter.

Taleksempel.

Den i Fig. 8 a viste Parallelgitterdrager er simpelt understottet i A og B og
udkraget over B til G, hvor den som vist paavirkes af Kraften P. Faginddeling

/095 3 190 S 190 7 28 9 4% V74 o /3

Q R > 0 2% o s h’l
RN 3 - N 0 R 0 D e © h
Y Y gd N Ly N °| &
0 o -067 -200 ' -2,67 -267 -/,33 3

4 2 4 6 =4 A 0 2l o

4N 24
, P

Ry =| 436 2,06 506 6,48 20,09 4,3/
Q944
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og Gitterudfyldning er som vist paa Figuren. Dragerens Hgjde er 0,752, hvor
2 er Faglmngden. Tversnitsarealet af Steengerne i Fod, Hoved og Gitter er hen-
holdsvis F, 0,7F og 0,4 F. Nedbgjningen af Dragerens Knudepunktier enskes
bestemt.

Stangkreaefterne S bestemmes, hvorefter Steengernes Forlengelser 4 s findes
af Udtrykket:

Ss EF, S sk,
As = == eller A4S = & — 5.
EF S,Sc S.s, F
EF,
For S, =P, s,= 4 og F, = F er Storrelsen S5 As for de forskellige Sten-

ger paaskrevet i Fig. 8a. c’e
Af Udtrykkene (8a og b), (9¢c og d) og (10¢c og d) bestemmes v-Krefter og
w-Momenter for Langdeforandringerne af Steengerne i Hoved og Fod, Diago-
naler samt Vertikaler. De herved fundne Sterrelser (Faktoren Tc er opstil-

[

let i nedenstaaende Skema, og de resulterende Storrelser bestemmes og an-
bringes paa den til den givne Bjeelke svarende konjugerede Bjeelke (jfr. Fig. 2)
som vist i Fig. 8b. For denne Bjslke bestemmer man nu Reaktionen R, i

4

EF,
Pkt. A og Forskydningskreefterne T (Faktoren T)’ hvorefter Momenterne M
C
FC PR E
oo Nedbgjningerne u | Faktoren
Scsc Scsc ,
des. Udregningerne er opstillet nedenfor og Nedbgjningslinien for Stangpoly-

gonen 0—1—2—3—4—5—4—7—6—9—8—9—10—11—12 —13 af Bjeel-
ken Fig. 8a er med vandret Udgangslinie indtegnet i Fig. 8c.

’ F
(Faktoren c> af den givne Bj=zlke fin-

Bestemmelse af v-Kreefler og w-Momenter.

Pkt. )
Faktor 0 2 4 6 8 10 12
v-Kraft
vd, —1,27| —5,06 | —3,81 0 | —253] 0
e 0 |—089| 0 |—267 — 710/ —1,78| 0
EF, . { | —433) —433| —433 | — 433 866 866
Se m 433 433 433| 433|— 8,66 —8,66
U (4,33)] — 2,16 | — 5,06 | — 6,48 | —20,09 | — 4,31 | (8,66)
EF, _
“Te | o =l | —094 —094] 0 | —o094| 2| 18] o
SeSe 2,81
Bestemmelse af Nedbajningsordinater.
EF, 3 1 1 1
< R4 = (216 5506+ 76487 (3-0,94+281) = 577 — 141 = 4,36.
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EF, Faktor Fe
Faktor Tc ‘ aktor @
Ty g = —4,36 B=M, = 0 g = M = —6,52
2,16 — 0,94 9,34
Ty 4 = —2,20 u = M} = —0,94 g = M§ = 282
- 5,06 — 4,36 —2,81
Ty g = 286 uy = M% = —5,30 ug = Mg = 0
6,48 ' — 0,94 2,81
Te.s = 934 u; = ME = —6,24 g = MF = 281
20,09 —2,20 29,43
Tg 19 = 2943 u = MY = — 844 up = MYy = 32,24
4,31 0 1,88
Tio-12 = 33,74 u, = My = — 8,44 g = MY, = 34,12
0 33,74
uy = MR = —844 Wy = My = 67,86
2,86 0
U7 — Mz = —5,58 3 = M12 = 67,86
—0,94
g = MP = —6,52

Dette Eksempel kan ogsaa benyttes som Eksempel paa en i Pkt. A og G
simpelt understottet Gitterbjeelke paavirket i Pkt. D af en lodret opadrettet
Kraft lig 1,5 P (se Fig. 8a). Herved vilde man netop faa den i Fig. 8c viste
Nedbgjningslinie blot med Linie 0—12 som Slutlinie. Beregningsgangen bliver
ipvrigt her som ovenfor kun med den Forskel, at den konjugerede Bjzlke er
simpelt understoattet i Pkt. A og G.

Summary.
v-forces and w-Moments.

v-forces and w-moments are such (fictive) forces and moments as, when
applied as loading on the conjugate to a given beam, may produce a moment
curve identical with the deflection line of the given beam. The author deduces
formulas for v-forces and w-moments and proves that any deflection line may
be represented by the moment curve resulting from loading the conjugate beam
by such quantities.

Considering at first the general section of a beam the potential deformations
of a beam element are illustrated (Fig. 1) and it is shown that the curvature
of the moment curve at any points of the conjugate beam can be made to
conform with the curvature of the deflection line of the considered beam by
applying:

(@) a concentrated load, (v-force), v, = Auo,, (Fig. 1a)
or, (b), a moment, (w-moment), w,, = 41, (Fig. 1 b)
or, (¢), at the point C,, a concentrated load, (v-force), v, = Auy, (Fig. 1¢).

Next, the singular points of the beam are considered. In Fig. 2 with annexed
table the various points of singularity are enumerated. The left-hand side of the
table refers to the given beam, the right-hand side to the conjugate beam.
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The quantities u are lineal deflections, « angular deflections, M moments,
T shears, the indices 1, and g referring to the left- and right-hand side of the
point respectively. t; and e, are given deflections, (conf. Figs.1b and a), M,
and P, the corresponding moments and concentrated loads, ¢, and «, are vari-
able deflections, M, and P, the corresponding moments and concentrated loads.

The fact that the duality of the deflection line and the moment curve as
shown in the table is complete proves that any deflection line of a beam may
be produced as the moment curve of the conjugate beam.

By developing the equations (1)—(3) expressions are finally evolved for the
v-force and w-moment loading of girders (equations (4) and (5)) as well as for
trusses (equations (8)—(11)).

ARBEJDSLIGNINGEN
AF I. G. HANNEMANN

I det folgende skal vises, hvorledes de almindelige Ligevagtsligninger
for et Legeme i Ligeveegt under Paavirkning af ydre Kreefter kan formu-
leres som en enkelt general Ligning: Arbejdsligningen. Arbejdsligningen
udtrykker, at det samlede Arbejde, der presteres ved Forskydninger af
Legemets forskellige Dele, altid er Nul under Forudsaetning af, at Kref-
terne, de ydre saavel som de indre, ikke forandres, og at Ligeveagten
bevares under Forskydningen?).

Der kan her veaere Tale om to principielt forskellige Tilfeelde af For-
skydninger:

a) Forskydninger af Legemets Punkter fremkommer ved, at Legemet
deles, og der herefter foretages en ren Flyining uden nogen Deformation
af de enkelte Dele.

b) Forskydninger af Legemets Punkter fremkommer ved, at Lege-
met udsettes for en Deformation.

I det folgende skal Arbejdsligningen udledes, for begge disse Tilfxelde
under et, for et vilkaarligt, rumligt paavirket Legeme, idet der dog i
tilherende Figurer, Fig. 1 og 2, for Overskuelighedens Skyld er vist et
uendeligt tyndt prismatisk Element af en Treekstang, (en eenakset Span-
dingstilstand). :

Legemet (Fig. 1a) bestaar af en Rakke (uendelig smaa) Elementer,
som bibringes de indre Speendinger p eller Kreefter dK = pdF ved Paa-
virkning fra den ydre Belastning (. Legemet forudsamttes i Ligevaegt
for denne Belastning. ‘

'y P. M. Frandsen har i Elasticitetsteori, 1946, Art. 16 givet et alment Udtryk for
Arbejdsligningen og i Art. 48 og 49 udledt Arbejdsligningen for Rumbjalker.
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For at anskueliggeore, hvorledes Krafterne virker paa Elementerne,
er Elementerne i Fig. 1b trukket lidt fra hinanden. Punkter eller Snit
med ens Betegnelse er saaledes i Virkeligheden sammenfaldende. End-

videre er ogsaa Snitkreefterne dK, i Snit a—a,

a0, 1 b—b, - - - angivet her. Man vil leegge Merke til, at

! ikke blot de ydre Krzfter, der paavirker Legemet,
men ogsaa de hertil svarende Reaktionskrefter,

2 hvormed Legemet paavirker de ydre Kreefter (Om-
r—f—-ﬁd% Lo 2 givelserne), er medtaget. Dette galder ogsaa Snit-

' kreefterne dK,, der ved Legemets Deling maa til-

1 fojes som ydre Kreefter. De navnte Reaktlions-
kraefter er naturligvis ligesom de ydre Krefter i
Ligevegt, men ber medtages, da de altid vil veere
til Stede og derved fuldsteendigger Systemet. Det
bemserkes, at de indre Krefter i et Element
svarer til de Krazfter, hvormed Elementet paa-
virker dets Omgivelser (Naboelementer eller ydre
Krefter).

Da Fig. 1a og 1b udtrykker ganske det sam-
me, er de simple Betegnelser i Fig. 1a benyttet i
Fig. 2a og b, der viser Legemet for og efter en
Forskydning.

Legemet (Fig. 2a) gives: a) Forskydninger i
Form af Flytninger, idet det ved forskellige Snit
(a—a, b—b,-++) deles i vilkaarlige Dele, der
flyttes i Forhold til hinanden. Samtidig maa
Snitkreefterne dK, i de lagte Snit tilfgjes som
ydre Kreaefter for at bevare Ligeveaegten. Desuden gives Legemet:
b) Forskydninger i Form af Deformationer af Elementerne (se
Fig. 2b).

Det Arbejde A, der herved prasteres, bestemmes som en Sum af de
ydre saavel som de indre Krefters Arbejde.

Tages ved Summeringen Aktions- og Reaktionskrefterne parvis
sammen (Krefterne i Punkterne 1,2,3,-+-, a,a, b, b, =+ -, Fig. 2) faas:

-
L

Q
=

Q

f}
IS0
=

@

[CR A R~ S SN S O IS S

&

S
OO

o o

Fig. 1.

A=0. ¢))
Tages derimod ved Summeringen de ydre Krefter for sig, Snitkreef-
terne i hvert af de lagte Snit (a—a, b—Db, --+) for sig samt de indre

Krafter for hvert Element (1—2, 2—3, ---) for sig, faas:

A= 3003\ dK 4k~ 3dK4dk, (2)
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hvor ¢ er Projektionerne af Forskydningerne af Angrebspunkterne
for de ydre Krefter ( ind paa disses Angrebslinier, regnet posi-
tive, naar Forskydningerne gaar i samme Retning som Krefterne,
medens .k, er Projektionerne af Forskyd-
ningerne af Angrebspunkterne for de lagte
Snits Snitkrefter dK, ind paa disses Angrebs-
linier, regnet positive, naar Forskydningspro- 1da
jektionerne gaar i modsat Retning af Kreefterne, Fi- f
og Adk er Projektionerne af Forskydningerne '
af Angrebspunkterne for Elementernes indre
Krefter dK ind paa disses Angrebslinier, regnet >‘ﬁ
positive tilsvarende som k. : *F 3

I forste Led i Ligning (2) omfatter Summa- e e a
tionen alle de ydre Kreefter, der paavirker Lege-
met. I Ligningens andet Led skal Integrationen  b_|
udstraekkes over hele Fladen af hvert enkelt af

e

=

N
QL‘)YN
Q.
~

dA,

Iy

de lagte Snit, medens Summationen omfatter

}
BN
{
|
alle de lagte Snit. I Ligningens sidste Led om- _{_J
fatter Summationen alle de indre Kraefter for
hvert enkelt Element, medens Integrationen .
skal udstreekkes over hele Legemet.

Sammenholdes Ligning (1) og (2) kommer a/
man til Arbejdsligningen i en almengyldig Fig. 2.
Form:

& -

Q0 = 3\dK Ak, + SdK.4dk. (3)

Da Arbejdsligningen (3), som det fremgaar af det ovenstaaende, blot
er en Omskrivning af Idenditetsprincippet: Aktion lig Reaktion, der
igen udger et samlet Udtryk for Ligeveegtsligningerne, ses det, at Ar-
bejdsligningen ligeledes kan opfattes som et generelt Udtryk for Lige-
veegtsligningerne.

Arbejdsligningen ved ren Flytning.

Arbejdsligningen (3) kan benyttes til at bestemme Krafter (Reak-
tioner, Stangkrafter, Momenter etc.) i et System paavirket af en given
Belastning Q, idet man giver Systemets Dele passende, fikiive Flyt-
ninger. Sidste Led paa hgjre Side af Ligningen (3) bliver herved Nul.

Idet der for hvert af de lagte Snit anvendes et Aksesystem med vil-
kaarligt Begyndelsespunkt 0 og tre vilkaarlige paa hinanden vinkel-
relte Akser, x-, y- og z-Aksen, kan en hvilken som helst Flytning
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karakteriseres ved tre Translationskomponenter dki,//k; og Jk: samt
tre Rotalionskomponenter /]a;, //a; og /lai i henholdsvis X-, Y- og Z-
Aksen.

Kraften dK, med Komposanterne dK;, dK; og dK. efter x-, y- og
z-Aksen 1 det vilkaarlige Punkt med Koordinaterne wx, y, z udferer Ar-
* bejdet: '

dd A, = — dK, 4k, — dK;, 4K, — dK, 4k, — (ydK,— zdK} ) Ae,

— (2dK}, — xdK}) 4, — (xdK; — ydK) Aery

Ved Integration over hele Snitfladen faas herat det samlede Arbejde
fra samtlige Snitkrefter paa hele Snitfladen.

AA, = — K, 4K, — K, 4K, — K, 4K, — M, dei;, — M, Aoy — M, Ay, (4)

hvor Ki, K; og K: er Komposanterne af Snitkrefternes samlede Kraft-
resultant” K, og M:, M; og M: er Komposanterne af Kraefternes samlede
Momentresultant M, om Punktet 0, og hvor de negative Fortegn frem-
kommer, idet Translationerne og Rotalionerne regnes positive modsat
Krefterne henholdsvis Momenterne. (
Arbejdsligningen (3) kan i dette Tilfeelde herefter skrives som:

3Q0 = I(KAK AR A + KA1+ M Ac, + M, Ao, + M 4e). (5)

Det bemzrkes, at Gruppen af Krefter og af Forskydninger hver for
sig er sammenherende, men indbyrdes er uafhesengige. Da der her er
Tale om fiktive Forskydninger, kan disse altid geres uendelig smaa,
saaledes at de ydre Krafter og Snitkrefterne ikke forandres, og Lige-
vaegten bevares under Forskydningen.

Onsker man at bestemme en eller anden Snitkraft, ses det let, at
man af Ligning (5) kan faa denne som eneste ubekendte ved at legge
et Snit gennem Legemet det paageldende Sted og give Legemets Dele
passende fiktive Flytninger. Med Hensyn til den nsermere Udform-
ning af Beregningerne i de forskellige Tilfielde skal igvrigt henvises
til Leerebogerne i Statik?).

Arbejdsligningen ved Deformation.

Arbejdsligningen (3) kan ogsaa benyttes til at bestemme Forskyd-
ninger, (Nedbgjninger, Vinkeldrejninger, etc.) i et System udsat for en
given Deformationspaavirkning f. Eks. i Form af en given Belastning

'y Se f. Eks. Chr. Nekkentved: Teknisk Statik I, 1. Udg. § 20 og 21.
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eller en Temperaturvariation, idet man angriber Systemet med passende,
fiktive Kreefter. Forste Led paa hgjre Side af Ligning (3) bliver her-
ved Nul.

Idet Legemet kan betragtes som bestaaende af en Raekke Elementer
med uendelig lille Udstreekning i een Retning og med Sideflader sva-
rende til Snitfladerne for en Raekke konsekutive Snit gennem Legemet,
kan det samlede Arbejde fra de til et Element herende indre Kreefter
paa den ene af Elementets Sideflader direkte opskrives ved Hjwlp af
Ligning (4), idet der benyties et lignende Aksesystem som der:

4A = — K dk,—K,ak,—K 4k, —M dec,— M, fo,— M, 4e,,  (6)

hvor K, K, og K, er Aksekomposanterne af de paa Sidefladen virkende
indre Kreaefters samlede Kraftresultant K, og M, M, og M, er Aksekompo-
santerne af Krazefternes samlede Momentresultant M om Aksesystemets
Begyndelsespunkt 0, og hvor 4k, 4k, og 4k, o8 dw,, 4, 0g Ao, er
Translations- henholdsvis Rotationskomponenterne i Akserne for den
ved Deformationen fremkomne Forskydning af Sidefladen, idet det
forudseettes, at Sidefladen ikke forandrer sin Form under Deformationen.
Som ovenfor er de positive Retninger for Translationerne og Rota-
tionerne modsat Krafternes og Momenternes.

Herefter betragtes hele Elementet i Relation til det en Gang valgte
Aksesystem. De resulterende Kraft- og Momentkomposanter for Ele-
mentets anden Sideflade faar smaa Tilvaekster: dK,, dK, og dK, samt
dM,, dM, og dM,, og Translations- og Rotationskomponenterne for denne
Sideflade faar ligeledes smaa Tilvekster: 4dk,, 4dk, og 4dk, samt
Adde, ddocy og Ade,.

Desuden kommer der i Elementet uendelig smaa indre Reaktions-
krefter dR med Komposanterne dR,, dR, og dR, angribende i Punkter
med Koordinater x,, y, og z,, fra de paa Elementet virkende ydre Krafter
deriblandt Egenvagtskreefter.

Man kan nu bestemme det samlede Arbejde, som alle Elementets
indre Kreafter preesterer, idet Led, der er uendelig smaa af hgjere Or-
den kan bortkastes:

AdA = — K, Adk,— K, A dk,— K, Adk,— M, 4de,— M, Ade,— M, 4 de,

— Al dK, — Ak dK — Ak dK, — de,, dM, — Aot M, — Aer, dM,
—dk,3dR — Ak, 3dR,— Ak ZdR—de, > (ydR,—z,dR )
—Ada, 2 (2, dR—x,dR) — Ao, 3 (x,dR,—y.dR).

Imidlertid er som Fgalge af, at Elementet er i Ligevaegt:

dK,=—3dR,, dK,=—3dR, og dK,= —X3dR, samt
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dM,= —3(ydR,—zdR)), dM, = — 3 (z,dR,—x,dR)) og
dM, = — 3(x,dR,— y,dR)),

hvorved Leddene herfra udgaar af ovenstaaende Ligning, og man faar:
A4dd = — K d4dk,— K 4dk,— K Adk,— M Ade,— M, Ade,— M, dde,.  (7)

Arbejdsligningen (8) kan saaledes i delie Tilfelde herefter skrives
som:

3Q6 = {(K,ddk,+ K, 4dk,+ K, A dk,+ M, 4 dec, + M, Ade, + M, A da).  (8)

Det bemerkes, at Gruppen af Krafter og af Forskydninger hver for
sig er sammenherende, men indbyrdes er uafhaengige. Da der her er Tale
om fiktive Kreefter, kan disse altid geres uendelig smaa, saaledes at
de ikke influerer paa Materialets Egenskaber, og Deformationerne ikke
@ndres. Deformationerne, enten de stammer fra en given Belastning
eller en Temperaturvariation, kan normalt betragtes som uendelig smaa,
saaledes at de fiktive Kreaefter ikke forandres, og Ligevaegten bevares
under Forskydningen.

Onsker man at bestemme en eller anden Formforandring, ses det
let, at man af Ligning (8) kan faa denne som eneste ubekendt ved
at paavirke Legemel med passende fiktive Kreefter. Med Hensyn il
den nsermere Udformning af Beregningerne i de forskellige Tilfselde
skal ievrigt henvises til Lezerebeagerne i Statik (se Fodnoten Side 124).

Summary.

Is it shown how the equation (3), expressing that, for an arbitrary trans-
location and/or deformation of a body in equilibrium, the work produced by
the external and internal forces totals nil, may be conceived as a general ex-
pression of the equations of equilibrium.

Let A be the work produced when a body in equilibrium is given a certain
translocation and/or deformation and determined as the total of work produced
by the external and internal forces. If the elements of work produced by the
active and reactive forces are added in pairs the equation (1) results. If, how-
ever, the elements of work produced by the external forces (), the sectional
forces dK,, and the internal stresses dK are added by the respective categories
the equation (2) is evolved, d, 4k, and Adk being the displacements cor-
responding to the respective forces. From (1) and (2) equation (3) is obtained.
For simple translocation the equation (3) gives equation (5) and for deforma-
tion of the body equation (8) is obtained.

BIANCO LUNQ A/S, KBH.



